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Résumé L’approximation de modéles dynamiques vise a s’affranchir des problématiques
de calcul inhérentes aux modéles complexes de grande dimension en construisant une
représentation plus simple mais toujours représentative. Dés lors, ce modeéle de
substitution peut étre utilisé efficacement pour de la simulation, du controle, de
'optimisation, etc. Cet article traite plus particulierement de méthodes dédiées a
'approximation de modéles dynamiques linéaires. Deux cas sont abordés :
’'approximation d’'un modéle décrit par une équation différentielle ordinaire linéaire de
grande dimension par un modéle de méme nature d’une part et I'interpolation de données
fréquentielles d’autre part.

Abstract Dynamical model approximation aims at alleviating numerical issues induced by
large-scale complex models by building a simpler but still representative model. Such a
surrogate model can then be used efficiently for simulation, control, optimisation, etc. This
article deals with methods dedicated to the approximation of linear dynamical models.
Two cases are addressed : the approximation of a model described by a large-scale
linear ordinary differential equation by a model of the same nature and the interpolation of
frequency-domain data.
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‘utilisation de modéles mathématiques pour représenter des phénomenes

ou systemes physiques s’est imposée comme une norme en ingénierie. En

effet, les opportunités offertes par de tels modeles pour la simulation, le
contréle, I'optimisation et l'analyse semblent inépuisables. Cette tendance
s’accompagne d’un besoin sans cesse croissant d’avoir des modeéles de plus
en plus complets et précis, permettant de représenter la réalité avec une tres
grande fidélité. Cela est accentué par I'évolution des technologies informa-
tiques qui permettent, au travers de logiciels de calcul dédiés, de générer des
modeéles d’une tres grande précision.
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Toutefois, une telle précision s’accompagne généralement d’une grande com-
plexité. Dans le cas des systemes dynamiques, cette complexité se traduit soit par
un nombre d’états tres important et on parle alors de modéles de grande dimen-
sion, soit par des modeles ayant une structure mathématique inappropriée. Des
lors, les taches rendues possibles par des modéles mathématiques telles que la
simulation sont largement complexifiées, voire rendues impossibles a mener du
fait de contraintes technologiques des ordinateurs en termes de mémoire et de

capacité de calcul.

C’est dans ce contexte que I'approximation ou la réduction de modéle intervient.
Il s’agit de simplifier un modéle dynamique de grande dimension tout en préser-
vant, au mieux, son comportement et ses caractéristiques principales. Cet article
se focalise sur le cas des modéles dynamiques linéaires. Les outils mathématiques
utiles pour la compréhension du probléeme et un panel varié de méthodes exis-

tantes pour le traiter sont détaillés.

1. Contexte mathématique
et exemples introductifs

L'approximation, ou la réduction, de modéles dynamiques de
grande dimension est un sujet trés vaste qui regroupe en réalité
des problématiques trés diverses. En particulier, selon la nature
des modeles considérés (linéaires, du second ordre, etc.), les
concepts et les méthodes peuvent étre trés différents. Cet article
se concentre sur |‘approximation de modeles dynamiques
linéaires. Cela peut sembler restrictif, mais ces modeéles sont trés
répandus dans l'industrie car d’'une part ils sont souvent suffisam-
ment riches pour pouvoir représenter fidelement le comportement
de nombreux systemes physiques autour d’'un point de fonction-
nement, et d’autre part ils sont simples a utiliser pour de la simu-
lation ou du contréle. Par ailleurs, avec cette classe de modéles,
des outils mathématiques trés puissants peuvent étre utilisés pour
évaluer les erreurs introduites lors de I'approximation.

Les formulations mathématiques des probléemes considérés
sont énoncées dans la section 1.1. Certains concepts et outils
mathématiques utiles pour la réduction sont rappelés dans la sec-
tion 1.2. Deux exemples qui seront utilisés dans le reste de
I"article sont introduits dans la section 1.3.

Par soucis de simplicité, seuls des modeles continus sont consi-
dérés dans cet article, mais I'ensemble des concepts et méthodes
d’approximation présentés ont un pendant en temps discret.

1.1 Cadre de la réduction de modeéles
dynamiques linéaires

Comme évoqué ci-dessus, cet article se concentre sur la réduc-
tion de modéles dynamiques linéaires. Toutefois, méme pour
cette classe de modeles, différentes formulations se distinguent
en fonction de la nature du modéle de grande dimension et de
celle du modéle réduit recherché. En effet, le modele de grande
dimension peut étre une équation différentielle ordinaire (EDO) du
premier ou second ordre, une équation aux dérivées partielles
(EDP), etc. De la méme fagon, le modéle réduit peut également
étre de l'une ou l'autre de ces formes.

Deux cadres sont considérés dans cet article :

¢ |'approximation d'un modéle représenté par une EDO linéaire
du premier ordre par un modéle réduit de méme nature (sec-
tion 1.1.1) ;

¢ 'approximation de données fréquentielles par une EDO
linéaire du premier ordre (section 1.1.2).

D’autres problématiques d’'intérét sont également évoquées
dans la section 1.1.3.
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1.1.1 Réduction basée modéle

Soit H un modele dynamique continu linéaire et invariant dans
le temps (linear time invariant en anglais, ou LTI) a n, entrées, n,
sorties de dimension n> 1 asymptotiquement stable, décrit par
une représentation d’état telle que :

H:{X(t)=Ax(t)+Bu(t) )
y(t) = Cx(t) + Du(t)

avec AcR™1, B e Ry, C e R et D e R*™ et ol Xx(t)eR",
u(t)e R et yﬁt) e R sont des vecteurs contenant respective-
ment les états, les entrées et les sorties du modeéle. Pour ne pas
alourdir les notations, on ne distinguera pas la représentation

d’état (1) du modele de sa fonction de transfert associée, définie
comme :

H: C\p(A) » CvM

» (2)
s — H(s)=C(sl,-A) B+D

ou p(A)2{LeC/det(A-Ll,) =0} < C est 'ensemble des valeurs
propres de la matrice A.

L'objectif de la réduction (ou approximation) est alors de trou-
ver H, un modeéle continu LTI, stable également, ayant le méme
nombre d’entrée n, et de sorties n, que H mais un nombre d’états
r < n, c'est-a-dire :

(t)
(t)
ol AcRr<r, BeRr, CeRWV* et DeR% W tel que H repro-
duise fidelement le comportement entrée-sortie du modele de

grande dimension H. En particulier, I'objectif est que pour un
ensemble de signaux d’entrée u € U a détailler, I'erreur de sortie

H:

X(1) = Ax(r) + B (3)
y(t) =

Hy_QH soit faible. Plutét que I'utilisation de normes sur les

signaux temporels, la section 1.2 met en évidence l'intérét de
considérer des normes fréquentielles de mesure de distance entre

les modeles H et H et comment cela peut mener a la formulation
de problémes d’approximation optimale.

B Cas des modéles instables

Si le modele initial est instable, alors sa partie instable doit étre
préservée lors de la réduction. Dans le cas contraire, I'erreur
d'approximation ne serait pas bornée. Ainsi, en considérant la
décomposition du modele H en une partie stable Hg et une partie
instable H,, c’est-a-dire :

H(s) = Hs(s) + Hi(s) (4)
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alors la réduction ne doit concerner que la partie stable Hg et le
modéle réduit H est donné tel que :

Ifl(s) =Hs (s)+ Hi(s) (5)

1.1.2 Approximation basée données

Soit un modéle dynamique H représenté par sa fonction de
transfert H: C — C"*™ qui n’est pas nécessairement une fonction
rationnelle telle que (2) mais peut comprendre des fonctions irra-
tionnelles telles que des retards en e~ %, etc.

Supposons en plus que ce modeéle ne soit connu qu’au travers d'un
certain nombre d’'échantillons fréquentiels H(s;), s; e C, i =1, ..., N.

Alors, I'objectif est de trouver un modeéle réduit rationnel H décrit par
(3) tel que HH(S,-) - I:I(s,-)
Pour un nombre N de points d'échantillons suffisamment grand et si

ces derniers sont placés le long de I'axe imaginaire, alors un tel objec-
tif assurerait de la proximité des réponses fréquentielles.

,i=1, ..., N soit faible dans un certain sens.

On peut imaginer chercher un modéle réduit interpolant exac-

tement les données, c’est-a-dire tel que H(s;)=H(s;),i=1, .., N
et on parle alors de probléme d’interpolation rationnelle. Toute-
fois, pour des modeéles avec un nombre important n, d’entrées
et n, de sorties, ce probléme est trop restrictif et sa résolution
est problématique. A la place, on considére plutdt le cadre plus
général de l'interpolation tangentielle qui assure l'interpolation
du modele initial dans certaines directions spécifiques, appelées
directions tangentielles. En particulier, supposons que
I'ensemble des points d’interpolation soit scindé en deux sous-

q

ensembles, {s,-}ll.\i1 ={,u,—}j=1 U{?»,—}; et que ces derniers soient

complétés par des ensembles de directions tangentielles
{Ij}7_1 cC et {rf}k ;€ Cnu. Alors, I'objectif est de trouver un

i=
modéle H, tel que les conditions d’interpolation tangentielles
suivantes soient satisfaites :

|7 H(:Uj) = |7 H(,Uj) ot {H(k,-)r,- = H(?x,’)l‘,’ 6)

pour j=1,...,q pouri=1, ...,k
Les ensembles {/Ujrlj}7=1 et {x,-,r,-},.k_ sont appelés respective-
ment données d’interpolation tangentielle & gauche et a droite.
Comme cela est mis en évidence dans la section 2.4, le probleme
d'interpolation tangentielle est notamment lié¢ au probleme
d’approximation optimale en norme H,. Le cadre d"approximation
basée données présenté ici est trés général car il ne fait pas
d’hypothése sur la structure du modeéle qui a permis de générer
les données fréquentielles hormis sa linéarité. Cela rend donc les
approches associées applicables a une plus grande classe de
modeéles que ceux décrits par (1).

Ce probléme peut également s’interpréter comme un probleme
d’identification boite-noire. Toutefois ici, aucune considération de
bruit n'est prise en compte.

M A propos de la stabilité

La question de la stabilit¢ du modeéle réduit H se pose ici en
d'autres termes que dans le cadre du probleme d’approximation
basé modele énoncé dans la section 1.1.1. En effet, juger de la sta-
bilité du processus sous-jacent a des données fréquentielles n’est
pas un probléme aisé et fait I'objet de recherches actives [1]. Le
probléme est donc abordé de maniére plus pragmatique dans cet

article. En particulier, si le modéle H obtenu est instable alors
gu’un modele stable était attendu, d’apres des considérations phy-

siques sur le systeme sous-jacent, alors on va projeter H sur un

modéle Hs stable de sorte que H//'\I—I/'\/s . soit minimal. Ce pro-
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bléme est connu comme le probléme de Nehari et a été résolu [2]
[3]. Lors de cette projection, les conditions d’'interpolation peuvent
toutefois étre perturbées.

1.1.3 Autres problématiques

Comme cela a déja été évoqué, les deux problématiques énon-
cées précédemment ne sont pas les seules et de nombreuses
autres existent. Les différences se situent au niveau de la structure
des modeles ou des criteres considérés. Cette section a pour but
d’esquisser quelques unes de ces variantes et d’en souligner les
éléments principaux, ainsi que de donner des références pour
pouvoir aller plus loin.

B Modeéle linéaire algébraico-différentiel

Ici, le modéle initial est décrit par une équation algébraico-différen-
tielle (differential algebraic equation en anglais, ou DAE) telle que :

Ex(t)= Ax(t) + Bu(t), y(t)=Cx(t)+ Du(t) (7)

ou E € Rn=n est une matrice qui peut étre singuliére. Si elle I'est,
cela signifie que I'état x(tf) est soumis a des contraintes
algébriques. La simulation temporelle d'un tel modele est délicate
et requiert d’avoir recours a des techniques spécifiques.

Pour la réduction, si det(E) =0, alors la plupart des méthodes
d'approximation évoquées dans cet article ont une extension
directe a ce cas et permettent de préserver la structure de DAE
pour le modele réduit. Si la conservation de la structure n’est pas
importante, alors il est possible de transformer (7) en une simple
EDO (1) par inversion de la matrice E a gauche. Une telle
approche annulerait toutefois toute structure creuse des matrices
et n'est donc a privilégier que pour des dimensions n modérées.

Dans le cas ou det(E) = 0, alors cela implique que la fonction de
transfert associée a (7) peut se décomposer comme suit :

H(s)= C(sE - A" B+D=H,(s)+P(s) (8)

ou Hr est une fonction rationnelle telle que (2) et P est un poly-
ndme dont I'ordre est lié a I'index de la DAE. Sur I'axe imaginaire,
une telle structure se traduit par un comportement divergent pour
de trés hautes fréquences. Dans ce cas, la réduction ne doit
s'appliquer que sur la partie rationnelle de la décomposition (8).
Le modeéle réduit est alors obtenu en ajoutant la partie polyno-
miale P au modéle rationnel réduit obtenu. Le calcul de la décom-
position (8) n’est toutefois pas trivial, surtout en grande
dimension (voir par exemple [4] et les références qu’il contient).

B Modéle linéaire du second ordre

Dans ce cas la dynamique du modele initial est décrite par une
EDO linéaire du second ordre :

M (t) + X (t) + Kx(t) = Bu(t), y(t)= Cx(t) (9)

ou M, L, ReR™ ont souvent un sens physique et sont appe-
lées respectivement matrice de masse, d’amortissement et de rai-
deur. Du fait de ce sens physique inhérent a cette structure, il peut
étre intéressant de la conserver dans le modéle réduit. Ici encore,
la plupart des méthodes décrites dans cette article ont une exten-
sion plus ou moins directe pour cela.

Dans le cas ou préserver la structure n’est pas nécessaire, 'EDO
du second ordre (9) peut se mettre sous la forme d'une EDO du
premier ordre telle que (1) en considérant |'état augmenté :

x(t)

t)= e R2n (10)
0 x)

La dimension du modéle a réduire est alors doublée (voir par
exemple [5] pour une illustration).
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B Modele linéaire paramétrique

L'une ou l'autre des structures précédentes peut étre enrichie
par I'ajout d'une dépendance paramétrique des matrices d’état.
Ainsi, dans le cas d'une EDO linéaire du premier ordre telle que
(1), le modele initial devient :

x(t) = A(8)x(t) + B(B)u(t) y(t)=C(8)x(t)+D(O)u(t) (1)

ou @ € RP est un vecteur de parametres. Deux cas sont alors a
distinguer. Si le parametre est variant dans le temps, alors le
modeéle (11) est un modeéle linéaire variant dans le temps (linear
parameter varying en anglais, ou LPV) et un cadre dédié relative-
ment différent de ce qui est présenté dans cet article doit étre
considéré aussi bien pour I'analyse que pour la réduction [6].

Dans le cas contraire ou est invariant dans le temps, alors le
cadre de l'article reste valide et les outils fréquentiels peuvent tou-
jours étre utilisés. La réduction d'un tel modéle reste toutefois un
réel défi et un domaine de recherche trés actif. En effet, la dépen-
dance paramétrique fait exploser la dimension du probleme. Les
méthodes présentées dans cet article ont des extensions pour le
cas paramétrique, mais les garanties sont généralement moins
fortes et leur mise en ceuvre reste pour le moins délicate (voir [7]
et [8] et leurs références pour plus de détails).

M Vers des modeéles non linéaires

De nombreuses recherches visent par ailleurs a étendre les tech-
niques d’approximation a des structures de modeles de plus en plus
complexes et non linéaires. Cela dépasse le cadre de cet article,
mais des références en ce sens sont données en conclusion.

1.2 Outils mathématiques
pour la réduction

Cette section a pour objectif d’introduire, succinctement, cer-
tains outils théoriques associés a la réduction et a la théorie des
systémes linéaires en général. Bien entendu, elle n’a pas vocation
a étre une description détaillée (pour cela, voir par exemple [9] ou
[10]) mais plutot a souligner certaines notions spécifiques qui ont
un intérét particulier pour la réduction. En particulier, les
métriques associées aux systemes linéaires permettent de quanti-
fier les erreurs induites par la réduction de maniére globale. Ces
concepts sont par ailleurs utiles pour appréhender certaines des
références citées dans cet article.

1.2.1 Norme 2 et espaces de fonctions associés

Soit Z c R, on note £,(Z) I'ensemble des fonctions h(t) (sca-
laires, vectorielles ou encore matricielles) de carré intégrables,
telles que :

il ([ tece{ o] <. 2

Si l'intégrale (12) est finie, autrement dit heﬁz(I), alors HhHLZ
(parfois notée simplement rﬂhﬁz) est appelée norme £, de la fonction
h et peut s’interpréter comme |'énergie associée a la fonction sur 7
(par exemple si h(t) représente un signal temporel). Parmi les cas
particuliers pour Z, on notera notamment Ez([O, 00[)) qui contient
I’'ensemble des fonctions causales (nulles pour t < 0) d’énergie finie.

De maniere similaire, on peut définir I'espace Lp,z) comme
I'ensemble des fonctions complexes H(s) telles que :

A 1 (o H 1/2
HHHEZ:(%J._OCtrace(H(zw) H(za)))d(u] <o (13)

Ainsi, toute fonction de transfert H(s) telle que (2) n’ayant pas
de pdle sur I'axe imaginaire et n'ayant pas de transfert direct, i.e.
D=0, appartient a [Q(zIRi). Parmi cet ensemble, on distingue
encore le sous-espace M, < £, (:R) qui ne contient que les fonc-
tions de transfert analytiques dans le demi-plan complexe droit,
c’est-a-dire, des fonctions de transfert qui correspondent a des
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modeéles asymptotiquement stables. Pour de tels modéles, leur
norme £, coincide avec leur norme ,, notée HHHHZ.

L'espace réel £;(R) peut étre vu comme un espace de fonctions
dans le domaine temporel alors que L‘Q(zR) comme un espace de
fonctions dans le domaine fréquentiel. Les deux espaces sont liés par
la transformée de Laplace au travers du théoréme de Parseval. Ainsi,
si h(t) e £,(R) et sa transformée de Laplace H(s) € £, (:R), alors:

IAl, = 1A, (14)

Cette relation reste valable pour le sous-espace des signaux
temporels causaux £ ([0, =) qui est lié¢ a I'espace des fonctions
de transfert stables H,. Des lors, pour un modeéle strictement
propre et asymptotiquement stable H, i.e. H < H,, sa norme H,
correspond a I'énergie de sa réponse fréquentielle, ou de maniére
équivalente dans le domaine temporel, a I'énergie de sa réponse
impulsionnelle h(t) = CetAB = L(H)(t).

M Calcul de la norme Hp

Pour un modele LTI, le calcul de la norme H, peut se faire a
I’aide des gramiens du modéle ou a partir des poles et des résidus
de la fonction de transfert associée. En particulier, les gramiens P
et Q sont solutions des équations de Lyapunov suivantes :

AP+ PAT +BBT =0 et ATQ+QA+CT C=0 (15)
etona:

)1/2 172

HHHH2 = trace(CPCT)"* = trace(BT QB) (16)

Par ailleurs, en supposant que la matrice A de (1) soit diagonali-
sable, alors la fonction de transfert (2) du modéle peut se décompo-
o
S - 7\.,’
¢ € Cv*"u sont les poles et résidus associés. Si en plus, le modeéle na
pas de transfert direct, i.e. D =0, alors, la norme H, est donnée par:

A . n N
ser en éléments simples comme H(s)=D + > ., ou %; e C et

Y 112
H|,, = trace(H(-1;)T ]
= Srace o -2 .

Pour une présentation plus détaillée de ces espaces et des
concepts associés ainsi que des méthodes de calcul des normes,
les lecteurs peuvent se référer au chapitre 2 de [9] ou au cha-
pitre 4 de [10] et aux références qu'’ils contiennent.

1.2.2 Norme infinie et espaces de fonctions
associés

Un autre espace d’intérét particulier pour les signaux et les sys-
témes est £, (Z). Contrairement aux espaces L, ici, il n'y a pas
d'équivalence entre le domaine temporel et fréquentiel et il
convient donc de bien distinguer les deux.

Dans le domaine temporel, c’est-a-dire pour Z c R, £.(Z) est
I'ensemble des fonctions réelles h(t) définies sur 7 et qui y sont
bornées, telles que :

A
Hth; £ ess sup Hh(t)H00 < (18)
teZ
ou [n(t)], est le maximum des valeurs absolues des éléments de
h(t) et ess sup est le supremum essentiel. Ce dernier coincide avec
le supremum pour un signal continu ou plus simplement avec le
maximum du signal quand celui-ci existe.

Dans le domaine fréquentiel, £, (:R) est I'ensemble des fonctions
complexes H(s) qui sont bornées sur |'axe imaginaire, telles que :

|H|, = ess supo(H(1w)) <= (19)
weR

ou o(H(w)) est la valeur singuliére maximale de H(iw). Ainsi
toute fonction de transfert H(s) telle que (2) n'ayant pas de podle
sur |'axe imaginaire appartient & L,(:R). Cet espace englobe
L, (iR) car il contient également les fonctions de transfert ayant
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un transfert direct D non nul. De la méme fagcon que précédem-
ment, on note H. le sous-ensemble des fonctions de L)o(zR) qui
sont analytiques et bornées dans le demi-plan complexe droit,
c'est-a-dire les fonctions de transfert qui correspondent a des
modéles asymptotiquement stables.

Dans le plan complexe, la norme H, s’interpréte comme la dis-
tance maximale entre l'origine et le point le plus éloigné du
diagramme de Nyquist et est appelé gain du systéeme. Dans le cas
d'un modéle monoentrée monosortie, cela correspond au gain
maximal de la réponse fréquentielle sur le diagramme de Bode.

M Calcul de la norme Hy

Contrairement a la norme H,, la norme H,, se calcule au travers
d'une procédure itérative de bissection qui vise a isoler la fré-
quence @, pour laquelle la valeur singuliere maximale est
atteinte. Pour voir les détails de la méthode de calcul, voir par
exemple le chapitre 2 de [9] ou le chapitre 4 de [10].

1.2.3 Intérét des normes fréquentielles
pour la réduction

Les normes fréquentielles présentées ci-dessus permettent de
quantifier I'erreur d’approximation entre un modele de grande

dimension H et un modele réduit H de maniére trés générale. En
effet, plus I'écart HH - I:IH est faible, selon la norme H,, ou H,, plus

le comportement entrée-sortie des deux modeles sera proche, et
ce, pour une trés large classe de signaux de commande u(t). Pour
s’en convaincre, on considére le signal de commande causal et

d'énergie finie u(t) € £ ([0, «[), qui, appliqué aux modéles stables

H et H conduit respectivement aux signaux de sortie y(t) et \A/(t)

Alors [9], la norme H, de l'erreur d'approximation permet de
borner I'écart maximal entre les deux signaux de sortie tel que :

-3, <l ol

et la norme H,, de permet de borner I'écart énergétique :

v-vl, <lH-Fl, o, (21)

La force des normes fréquentielles réside dans le fait que les
relations (20) et (21) sont valables pour tout signal de commande
d’énergie finie. Dés lors, dans le cadre de I'approximation basée
modele énoncée dans la section 1.1.1, ces observations suggérent
de considérer le probleme d’approximation comme le probleme
d’optimisation suivant :

H=arg min HH—GHH
p

GeH, (22)
dim(G)<r

ou p est égal a 2 ou . C'est précisément ce qui est fait dans la
section 2.3 avec la norme H,. Cette derniere est privilégiée car le
probléme d’optimisation associé est différentiable, ce qui n’est
pas le cas quand la norme H., est considérée.

A noter que d’autres normes peuvent étre considérées dans le
probleme (22). Par exemple, il est possible de considérer la res-
triction de la norme H, sur un intervalle fréquentiel borné. Dans
ce cas, le probléeme vise a créer un modele réduit davantage
précis pour certaines bandes de fréquences que pour d’autre
[11].
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1.3 Quelques exemples introductifs

Dans cette section, deux exemples sont présentés et les codes
MATLAB associés sont mis a disposition. A noter que la boite a
outils MOR, présentée dans la section 3.1, est nécessaire pour
générer les modeles réduits de ces exemples.

L'exemple 1 illustre le probleme de réduction basé modéle tel
qu’énoncé dans la section 1.1.1 ou le modele de grande dimension
représente le comportement d’'une poutre encastrée, représentatif
du comportement de structures flexibles. Cet exemple permet par
ailleurs de mettre en évidence l'intérét de générer un modele réduit
a partir d'un modéle aux éléments finis précis plutét que de réduire
le nombre de nceuds dans la méthode aux éléments finis.

L'exemple 2 illustre quant a lui le cadre d'approximation basé
données énoncé dans la section 1.1.2. Pour cela, des données fré-
quentielles sont générées a partir de la fonction de transfert irra-
tionnelle associée a une équation aux dérivées partielles linéaires
soulignant ainsi la généralité de cette formulation.

Les deux exemples different donc dans la nature du modele de
départ, mais l'objectif de construire un modéle rationnel (3) tel
que le comportement entrée-sortie du modele initial soit reproduit
reste commun.

Exemple 1: modéle de poutre encastrée

Le comportement dynamique d'une poutre encastrée peut étre décrit
par une équation d’état obtenue par approximation par éléments finis de
la dimension spatiale (ce modéle est détaillé dans [12]). L'« exemple 1 »
mis a disposition dans le fichier http://pierre-vuillemin.fr/resources/TI_re-
duction_exemples.zip, permet de le générer pour un ordre N de discréti-
sation donné. Le modeéle de la poutre est un modele d'état (1). Pour un
ordre de discrétisation N = 75, le modele Hggg est construit. Ce dernier a
une dimension n =900, n,=1 (accélération verticale a l'extrémité de la
poutre), n, =150 (déplacements verticaux le long de la poutre). Puis,
pour N =2, le modéle H,, est obtenu, menant cette fois & un modéle
ayant une dimension de n =24, n,=1, n,= 4. Enfin, le modeéle précis
Hggo est réduit avec un ordre r = 24, correspondant a I'ordre de |'approxi-
mation grossiere Hpg, n, =1, n, =150, utilisant une méthode de réduc-
tion optimale décrite en section 2.3 (implémentée dans la boite a outils
MOR), menant au modéle Ha4. La figure 1 illustre les résultats de simu-
lation obtenus.

Il apparait clairement que les résultats de simulation sont bien meil-
leurs en construisant un modéle précis Hggg puis en |'approximant par

Hos que en construisant directement un modéle approximé Hza. En
effet, de maniére quantitative, le calcule de l'intégrale de I'erreur sur

une seconde pour ||Hooo — Haa| puis HHQOO - H24H en réponse a une

impulsion en bout de poutre, mene respectivement a 5,2 et 0,01. De
plus, le temps de simulation est de 0,2967 s pour Hggg et de 0,0015 s

(200 fois plus rapide) pour Hyp, et /f/24. Ce simple exemple montre
bien I'intérét de I'approximation & des fins de simulation.

Dans les applications liées a l'ingénierie des systémes dyna-
miques, il est fréquent de ne considérer que des fonctions de
transfert rationnelles. Celles-ci peuvent alors étre facilement mises
sous forme de représentation d'état via des EDO, comme c’est le
cas dans lI'exemple 1. Toutefois, dans certaines situations, les
fonctions de transferts caractérisant le comportement entrée-sor-
tie peuvent étre irrationnelles. C'est le cas de certains phéno-
menes physiques représentés par des équations aux dérivées
partielles linéaires, et dont la solution résulte en une fonction de
transfert irrationnelle. On parle également de systeme de dimen-
sion infinie car ces derniers peuvent avoir une infinité de singula-
rités, qu'il peut étre compliqué de manipuler. Dans ce cas, il peut
étre pertinent d'approximer cette fonction irrationnelle par une
fonction rationnelle équipée d’une représentation d’état (3), plus
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t=0,05s

= THogols) — A (sl

h aA A » A
Lo AR AN AR A — [[Hggols) — A (s
\ [l

Erreur le long de la poutre

10-6 & L L L | 1

0,2 0,4 0,6 08 1
Temps [s]

Figure 1 - Haut : capture de la position de la poutre suite a une impul-
sion pour les modéles Hggo, Ha4 et H24 (de gauche a droite) a I'instant
t = 0,05. Bas : erreur le long de la poutre en fonction du temps entre
Hggo et Hy4 (bleu pointillé) puis Hggg et H24 (rouge plein).

adaptée aux outils des ingénieurs. L'exemple 2 présente un cas
d’approximation d’une EDP.

Exemple 2 : simulation d’une équation d’onde

Dans cet exemple, nous considérons une équation d'onde a une
dimension, le long de I'axe x, controlée en une extrémité, décrite par
les équations aux dérivées partielles et ordinaire suivantes (les nota-
tions u et y dénotent des signaux temporels et u et y des signaux
dans le domaine de Laplace, aussi appelés signaux fréquentiels) :

a?(x, t) oy 69()(, t) o
0x
y(x,0)=0
- 1 - (23)
y(0,t) = Wi #ur (0, t)
i

—— u(0,5) = 0,s),
52+mwos+a)§u( s)=ur (0. 5)
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ok — H(L,s)
o -- H(L,s)
3 _20 o .
£
G 40 f -
-60 . . J
102 101 100 107
Fréquence [Hz]

Phase [rad]
o

102 101
Fréquence [Hz]

Figure 2 - Réponse fréquentielle de H(L, s) (bleu) et de son approxi-
mation rationnelle H(L, s) d’ordre r = 128 (rouge plein)

ou x e[0L](L=3) désigne la variable d'espace, wy=3 et m=0,5
sont les constantes d'un filtre d'entrée et * dénote le produit de
convolution. L'entrée considérée de ce systeme est le scalaire
u(o, 1) (ou u(o, s)? représentant la force appliquée a la gauche de
I'onde (i.e. x = 0). Il est simple de montrer que I'équation ((23)) a pour
solution

Jz

s =YX 0
y(xs) Js S2 + mas + @}

Des lors, I'équation ((24)) qui lie I'entrée de controle u(s) en chaque
point x de la sortie y(x, s) est alors une fonction de transfert irration-
nelle, décrite comme (2). La figure 2 illustre la réponse fréquentielle
H(L, s) de ((24)) au point x = L, ainsi que son approximation H(L, s),
obtenue via la boite a outils MOR, par interpolation rationnelle depuis
des données entrées-sorties, comme présenté dans la section 2.4.

i u(s)=H(x, s)u(s).  (24)

On note que I'approximation rationnelle IfI(L, s) reproduit trés pré-
cisément la réponse fréquentielle de lt/(L, s). L'intérét immédiat d'uti-

liser /f/(L, s) au lieu de H(L, 5) réside dans une plus grande simplicité
de simulation, d'analyse et de synthese de loi de contréle. En effet, la
solution temporelle a une simulation peut étre désormais obtenue par

intégration numérique de IfI(L, s) plutét qu'en résolvant (E2.1). A
noter que dans I'exemple choisi, cette solution, avant filtre du second

~ ~t—x2
ordre, s'écrit simplement y(x, t) = u;tr X /«ﬁ mais dans de nombreux
cas, la solution analytique est bien trop compliquée a trouver. Le
fichier téléchargeable a l'adresse http://pierre-vuillemin.fr/resources/
Ti_reduction_exemples.zip « Exemple2 » fourni la simulation gra-
phique de I'onde.

2. Méthodes d’'approximation

La réduction de modeles dynamiques linéaires de grande
dimension n’est pas un sujet nouveau et de nombreuses tech-
niques ont été développées pour répondre a la problématique.
Cette section a pour objectif de présenter certaines de ces
approches. Il ne s’agit pas d’en dresser une liste exhaustive, qui
serait trop longue, mais plutét de mettre en avant les approches
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qui, d'apres les auteurs, sont les plus intéressantes, soit du fait de
leur popularité, soit du fait des possibilités qu’elles offrent. Par ail-
leurs, pour préserver le caractere didactique voulu pour cet article,
I'accent est mis sur les grands principes sous-jacents aux diffé-
rentes méthodes plutét qu’aux démonstrations mathématiques et
aux détails techniques que les lecteurs pourront retrouver dans
les références mentionnées.

Considérant le probléme d’approximation basé modeéle énoncé
dans la section 1.1.1, plusieurs méthodes d’approximation
peuvent étre interprétées au travers d'un cadre commun de pro-
jection, présenté dans la section 2.1. Dans la section 2.2, des
méthodes que l'on peut retrouver dans les livres classiques
d'automatique sont présentées. Ensuite, le formalisme associé a
des approches plus récentes pour la recherche d'un modéle
réduit optimal en terme de la norme H, est détaillé dans la sec-
tion 2.3.

Enfin, la section 2.4 élargit le cadre du probleme d’approxima-
tion considéré jusqu’alors au travers d’une méthode d’interpola-
tion de données entrée-sortie et permet de répondre a la
problématique énoncée dans la section 1.1.2.

2.1 Cadre général de la projection

Considérons le modeéle linéaire H donné par sa représentation
d'état (1). L'état x(t) n’est pas contraint et peut a priori évoluer
dans tout R". Cependant, dans de nombreux cas, ses trajectoires
n’évoluent que dans un sous-espace ), ¢ R" de dimension r<n,
tel que vVt >0:

x(t) = V;x(t) (25)

avec V, e R™r une base de 1) et X(t)e R un état réduit. Avec
cette approximation de l'état, I'équation dynamique dans (1)
devient :

VX (t) = AV, x(t) + Bu(t) + e(t) (26)

ou e(t) est le résidu non nul qui provient de I'erreur induite par la
projection (25). Pour obtenir un modeéle réduit linéaire décrit par
une représentation d’'état telle que (3), il est nécessaire de s’assu-
rer que l'erreur commise lors de I'approximation est orthogonale
a un autre sous-espace W < Rn(qui peut étre )}), c’est-a-dire que
Vt>0:

Wle(t)=0 (27)
ou W, € R™ est une base de 1. Alors, I'équation (26) devient :

W]V, x(t) = W] AV, x(t) + W] Bu(t) + W/e(t)
=0

(28)

Si les bases sont choisies telles que W]V, =1, alors les
matrices de I'équation dynamique du modéle réduit (3) sont don-
nées par:

A=WJAV, et B=WB (29)

Les matrices C et D s'obtiennent quant a elles directement en
utilisant la projection de I'état (25) dans I’'équation de sortie de (1)
comme suit :

C=CV, et D=D (30)

Ce cadre de projection est communément appelé conditions de
Petrov-Garlerkin quand ), # ) ou juste de Garlerkin quand
), =W, et se retrouve dans de nombreuses techniques pour la
résolution de systemes linéaires, le calcul de valeurs propres, etc.
Pour davantage de détails sur le sujet, les lecteurs peuvent se
référer au chapitre 5 de [13].

Sur la base de ce cadre de projection, il reste ensuite a choisir
des sous-espaces )} et W pertinents pour que le comportement
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du modele réduit (3) obtenu par projection via (29) et (30) soit
proche du modéle initial (1).

Sans davantage de précision sur les sous-espaces considérés, la
seule certitude sur le modéle réduit est qu’il préserve le comporte-
ment du modeéle initial en I'infini. En effet, comme le terme de
transfert direct D n’est pas affecté par la projection :

H(x)= /l-\l(oo) (31)

Mais comme cela est illustré dans le reste de I'article, il est pos-
sible d’obtenir des propriétés bien plus intéressantes en choisis-
sant des espaces )} et W, particuliers.

2.2 Méthodes classiques

Cette section contient des rappels sur les approches de tronca-
ture modale et équilibrée, qui sont les techniques les plus clas-
siques pour la réduction de modeles LTI et qui serviront de
référence de comparaison pour les méthodes plus récentes. Les
connexions avec d'autres approches comme |'approximation par
perturbation singuliere sont également évoquées.

Bien qu’étant également tres classique, I'approximation opti-
male en norme de Hankel est omise ici car, de I'expérience des
auteurs, ses performances sont limitées au regard de la com-
plexité de sa mise en ceuvre, notamment face a la troncature équi-
librée. Les lecteurs peuvent se référer a [2] ou au chapitre 8 de
[14] pour plus de détails a son sujet.

2.2.1 Approximation par troncature

Considérons le modéle dynamique linéaire (1) de réalisation (A,
B, C, D) dans une base 5. Considérons la matrice de changement
de base P eR™" de By a B telle que: x(t)=P(t) et telle que:
I'état &(t) soit alors partitionné comme :

CRh

ou &(t)eRr et & (t) e Rnr, 0<r<n, représentent respectivement
les états & conserver et ceux a rejeter. La réalisation (Ag, Bg, Cp, D)
du modéle dans la base B peut étre partitionnée de maniére corres-
pondante comme :

(33)

Un modele réduit H d'ordre r peut alors étre obtenu en ne
conservant que les dynamiques relatives a &(t), c'est-a-dire,
H = (A1, By, Cy, D). La troncature a un intérét quand les états ont
un certain sens physique ou quand le modéle est exprimé dans
une base B spécifique telle que la base modale ou équilibrée
comme cela est détaillé dans les sections 2.2.2 et 2.2.3.

Le processus de troncature peut s’interpréter directement
comme une projection en considérant les r premiéres colonnes de
P pour la projection a droite et celles de P-T pour celle & gauche :

/ /
Vr=P{ r }ER””, et W,=P-T{ r }GR”X" (34)

n-r n-r
M Lien avec la méthode de perturbation singuliére

En tant que méthode de projection, la troncature préserve le
comportement du modéle initial en I'infini. Pour avoir une corres-
pondance en basse fréquence, il convient d'utiliser une approche
appelée perturbation singuliére ou encore résidualisation. Cette
approche consiste a supposer que les dynamiques associées a
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&2(t) sont trés rapides, c'est-a-dire que £,(t)=0. Alors, si Ay, est
inversible, le modeéle réduit est donné par :

i {A11*A12AQ’Q1A21 | B1—A12A1B, (35)
res — 1 i
C1-CoAJA% | D-CoA3)B,

et dans ce cas, le gain statique du modele initial est préservé :

H(0) = Hres (0) (36)

Comme cela est montré dans [15], I'approximation par pertur-
bation singuliére est en fait une troncature appliquée sur la réali-
sation de la fonction de transfert obtenue par la transformation
bilinéaire s~1.

2.2.2 Troncature modale

En supposant que la matrice dynamique A de la réalisation du
modele H soit diagonalisable, le passage dans la base modale
meéne a une matrice Ag € C"*n diagonale contenant les valeurs
propres 4 € C (i =1,...,n) du modéle :

A
AB = - . (37)
n

Dans cette base, la fonction de transfert associée se décompose
en éléments simples et devient :

H(s)=D+i @
,-=1S—}\,'

ou ®; e C'v*nu sont les résidus associés aux poéles du modéle,
donnés par @; = Cze;e] Bg avec ei le i-eme vecteur canonique de
Rn. Le modéle réduit est alors obtenu en ne retenant que certains
modes de la décomposition (38) en prenant soin de conserver les
paires de poles complexes conjugués afin de pouvoir retrouver, a
posteriori, une réalisation réelle pour H.

Avec cette approche, la norme H,, de I'erreur d’approximation
peut étre bornée. En effet, en supposant que les r premiers péles
de (38) soient conservés pour former H, alors:

H(I)IHZ ‘ =er® (39)

H& : _Z Re(4)

Par ailleurs, en utilisant sa formulation péles-résidus (17), la norme
H, de I'erreur s’obtient simplement a partir des modes négligés :

(38)

n. trace(®;0])
/7.,' + ﬂk

Une bonne connaissance physique du modele permet de choisir
les poles a retenir selon leur signification physique, mais des cri-
teres plus systématiques peuvent également étres considérés.
Ainsi, pour préserver au mieux le comportement fréquentiel du
modeéle initial, on peut conserver les r péles dominants, c’est-a-
dire ceux pour lesquels le ratio :

-, - w
Hy

ik=r+1

| @i, 41)

‘Re(i,-)‘

est le plus grand. Un tel choix minimise la borne supérieure de
I'inégalité (39). A noter que les équations (39) ou (40) peuvent ser-
vir a déterminer I'ordre de réduction r adéquat pour atteindre une
certaine erreur.

La troncature modale est attrayante par sa simplicité et elle peut
s'avérer efficace pour des modeles dont le comportement est for-
tement dominé par certains modes seulement comme c’est le cas
dans I'exemple 3. Toutefois, elle reste généralement moins perfor-
mante que d’autres méthodes pour conserver le comportement
entrée-sortie du modeéle initial. Naturellement, cette approche
conserve la stabilité du modéle initial.
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Par ailleurs, la méthode peut échouer si le modele contient des
valeurs propres multiples ou tres proches. En effet, dans ce cas, la
décomposition (37) n’est plus valable et il faut utiliser sa générali-
sation : la décomposition en blocs de Jordan. Or cette derniere est
trés difficile a calculer en pratique du fait de sa sensibilité (cha-
pitre 10 de [14]) ce qui rend l'approche moins intéressante. On
peut alors se tourner vers une diagonalisation par bloc qui pré-
serve les grappes de péles trés proches, mais dans ce cas le tri des
modes et la borne évoqués plus haut doivent étre adaptés.

D’un point de vue de la complexité numérique, cette approche
requiere le calcul de I'ensemble des valeurs propres et vecteurs
propres associés de la matrice dynamique A. Selon la dimen-
sion n de cette derniéere, cela n'est pas forcément possible. En
particulier, méme si la matrice A est creuse, les vecteurs
propres ne le seront pas et nécessiteront donc énormément de
mémoire. Dans ce cas, des méthodes itératives spécifiques ne
nécessitant pas de diagonaliser entierement A peuvent étre
envisagées [16] mais elles sont plus délicates a mettre en ceuvre
et ne permettent pas de calculer des erreurs ou bornes aussi
simplement.

Exemple 3: mise en place de l'approximation modale avec
MATLAB

La troncature modale est simple a mettre en ceuvre ; son algo-
rithme est décrit ici au travers d'instructions MATLAB. Les étapes
sont les suivantes :

1. Changement de la base de la réalisation H = (A, B, C, D) pour sa
base modale complexe :

[P, Ab] = eig(A);

Bb = P\B;

Cb = C*P;

Db = D;

Hb = ss(Ab, Bb, Cb, Db);

Cette étape peut également étre réalisée avec la routine canon
qui met une réalisation sous une forme diagonale par bloc réelle.
Selon la taille des blocs, les étapes suivantes doivent alors étre
adaptées.

2. Calcul et tri des ratios (41) :

lambda = diag(Ab) ;

for i = l:n

ratio(i) = norm(Cb(:,i) * Bb(i,:), 2) / abs(real(lambda(i)));
end

[ratio, ind] = sort(ratio, 'descend’);

3. Troncature de la réalisation a I'ordre r=10:

r = 10;
xil = ind(l: 1);
Hrc = ss(Ab(xil, xil), Bb(xil,:), Cb(: xil), Db);

A ce stade, la réalisation de Hrc est complexe mais correspond a
une fonction de transfert ayant des coefficients réels car les poles
retenus l'ont été par paires complexes conjuguées. Une réalisation
réelle peut étre obtenue par simple changement de base.

4. (facultatif) Calcul de la borne (39) sur la norme H,, et de I'erreur
en norme H, donnée par (40).

Cette procédure est appliquée a la derniere (150-eme) sortie du
modeéle Hggg décrit dans I'exemple 1. Les gains des réponses fréquen-
tielles correspondantes sont présentées sur la figure 3 et les poles des
deux modeles sont représentés, en échelle logarithmique, sur la figure 4.

On peut voir que les deux réponses fréquentielles sont trés
proches en basses fréquences, des différences apparaissent sur les
résonances plus hautes fréguences qui sont moins importantes d'un
point de vue énergétique. Cela est cohérent avec les pdles retenus
dans le modele réduit, qui se situent davantage en basses fré-
quences. Toutefois, on voit que la prise en compte des résidus dans
(41) enrichit le critére seul de la fréquence propre des modes et
assure une meilleure représentativité fréquentielle.
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D'un point de vue plus quantitatif, I'erreur relative en norme H,, et
la borne er,« sont:

HHQOO - //—\/HHD /HH9OOH7-QO =121% et é"w/Hl—bOOHH” =6,62% (42)

De méme, I'erreur relative en norme H, est de 1,90 %. Ces erreurs
sont faibles et illustrent que la troncature modale peut étre une
méthode pertinente pour la réduction. En particulier, cette approche est
généralement pertinente dans le cas de modeéles ayant des poéles fai-
blement amortis qui sont treés largement dominants, comme c’est le
cas ici. Toutefois, comme illustré plus loin, d'autres approches menent
généralement & des erreurs encore plus faibles.

2.2.3 Troncature équilibrée

Pour un modéle LTI tel que (1), les gramiens de commandabilité
P e R et d'observabilité @ € R™" sont des matrices symétriques
(semi) définies positives définies dans le domaine temporel
comme :

P[ e BB e di et Q2 [ CT Ce dt (43)
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ou dans le domaine fréquentiel comme :
a1 o H a 1 o H
P2 EL@T(V) BBT T(v)dv et Q2 gj_mT(v) CT CT(v)dv (44)

avec T(v) = (zvIn — A)-1. Ce sont des quantités qui jouent un réle
central dans la théorie des systemes dynamiques. En effet, ces
matrices sont liées aux concepts d’atteignabilité et d'observabilité
[10] et donnent des informations sur les transferts d'énergie
internes au modele. En particulier, I'énergie minimale er(x) requise
pour déplacer I'état du modele de 0 a un état x est donnée par :

g (x) = xTP-x (45)

et I'énergie d’observation g,(x) obtenue quand le modéle est laché
d’un état initial x sans autre excitation en entrée (u = 0) est don-
née par:

€0 (X) = xTOx (46)

Plus ¢,{x) est grand, plus I'état x est dit difficile a atteindre et
inversement, plus g,(x) est faible, plus I'état x est dit difficile a
observer. Ces criteres énergétiques vont servir de base au parti-
tionnement de I'état (32).

Toutefois, comme le suggere les définitions (43) ou (44), les gra-
miens dépendent de la base dans laquelle la réalisation du
modele est exprimée. Ainsi les énergies g/(x) et ¢,(x) dépendent
également de cette base. Or dans une certaine base, un état x
peut étre difficile a atteindre mais facile a observer ou inverse-
ment. Il convient donc d’exprimer le modeéle dans une base dans
laquelle ces notions coincident. Il s’agit de la base équilibrée. Pour
une vue détaillée des notions de réalisation équilibrée, les lecteurs
peuvent se référer a [17] [18]. Dans la suite, le principal intérét de
cette base B réside dans le fait que les gramiens sont égaux et
diagonaux :

o1
Pe=Qg=2= (47)

On

Les éléments diagonaux de X sont appelées les valeurs singu-
lieres de Hankel. Contrairement aux gramiens, ces quantités sont
indépendantes de la base dans laquelle est exprimée la réalisation
du modeéle et ils correspondent au carré des valeurs propres du
produit des gramiens :

o; =4 (PQ) = % (PsQs), i =1,....n (48)

Dans la base équilibrée, on peut remarquer que vj=1, ..., n, si
e; est i-eme vecteur de la base canonique de R7, alors:

er(ei) =07 =20(ej) (49)

ainsi les états pour lesquels oi est faible sont a la fois difficiles a
commander et difficiles @ observer et peuvent donc étre tronqués.
La partition (32) correspond donc au tri des états dans la réalisa-
tion équilibrée par valeur singuliere décroissante. Une décrois-
sance rapide des valeurs singuliéres de Hankel est représentatif
d’'un modele propice a la réduction et donne une indication sur la
dimension r de I'espace ;.

Le modéle réduit H obtenu par troncature équilibrée préserve la
stabilité du modéle initial et se trouve étre lui-méme équilibré. De
plus, la somme des valeurs singulieres négligées permet d’obtenir
une borne sur la norme H, de I'erreur. En effet :

~ n —
HH - HH?‘& =2 ,-;r.lo-i = e (50)

Cette borne donne une indication sur I'ordre réduit r nécessaire
pour atteindre une bonne approximation. A noter que contraire-
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ment a la troncature modale, la troncature équilibrée ne préserve
pas les poles du modele initial.

D’un point de vue numérique, la troncature équilibrée requiert
le calcul des deux gramiens qui sont solutions des équations de
Lyapunov (15). La complexité numérique des algorithmes [19] [20]
pour la résolution de ces équations rend I'approche adaptée a des
modéles de dimension n modérée. Pour des modéles de trés
grande dimension ou la réalisation (1) est creuse, il faut alors se
tourner vers des méthodes de résolution approchées basées sur le
fait que les gramiens associés sont souvent de rang faible [21].
Ces approches ne permettent toutefois plus nécessairement de
garantir la stabilit¢é du modeéle réduit ni d'assurer la borne sur
I'erreur d’approximation (50).

Calculer la matrice de passage dans la base équilibrée revient a
diagonaliser simultanément deux matrices (semi) définies posi-
tives. Différentes techniques existent avec différentes propriétés
numeériques (voir par exemple [22] ou chapitre 7 de [14]).

Exemple 4 : mise en place de I'approximation équilibrée avec
MATLAB

La troncature équilibrée est disponible au travers de la routine
balancmr de la Robust Control Toolbox de MATLAB. Toutefois,
comme la troncature modale, elle est relativement simple a mettre en
ceuvre, d'autant que les étapes les plus technigues sont déja inté-
grées dans la Control Toolbox de MATLAB. Les étapes principales
sont les suivantes :

1. Changement de la base de la réalisation H= (A, B, C, D) pour la
base équilibrée. Ce changement de base peut étre réalisé au travers
de la routine balreal de MATLAB,

balreal(H);

Les valeurs singulieres de Hankel sont données dans sigma et
peuvent étre tracées pour avoir une idée de grandeur pour r. C'est
dans cette étape que les gramiens du modéle sont calculés et diago-
nalisés.

A ce stade, on peut calculer les gramiens de Hb avec la routine
gram et constater qu'ils sont égaux et diagonaux.

2. La routine balreal trie directement les état par o; décroissant,
aussi, il reste simplement a tronquer la réalisation Hb, a I'ordre r= 10
par exemple :

r=10;
xil=1:r;
Hr=ss(Hb.A(xi1, xil), Hb.B(xil,:), Hb.C(:,xi1), Hb.D);
3. (facultatif) Calcul de la borne (50) sur la norme H,, de I'erreur.

Cette procédure est appliquée a la derniere (150-eme) sortie du
modéle Hggg de I'exemple 1 qui est réduit a I'ordre r= 10. Les valeurs
singulieres de Hankel normalisées du modéle sont tracées sur la
figure 5 avec le ratio de la borne (50) sur la norme H,, du modele. Les
gains des réponses fréquentielles de Hggg et du modele H sont tra-
cés sur la figure 6.

On peut observer que les valeurs singulieres de Hankel décroissent
tres rapidement et que la plupart d'entre elles (pour i> 100) sont
négligeables. Un certain nombre d'états peuvent d'ailleurs étre élimi-
nés avec la routine minreal qui cherche a éliminer les états non obser-
vables et non contrblables d'un modéle. Une telle décroissance des
valeurs singuliéres de Hankel est représentatif d'un modele tres pro-
pice a la réduction. Méme parmi les 100 premiéres valeurs singu-
lieres, les ordres de grandeurs varient beaucoup et tronquer apres la
premiére chute (r= 10, ou la droite verticale noire se situe) devrait
étre suffisant pour préserver un bon comportement entrée-sortie
comme le suggere par ailleurs le ratio de la borne e, sur la norme
H, qui nous assure d'une erreur relative d'approximation faible.

[Hb, sigmal =

Sur la figure 6, on peut observer que les réponses fréquen-
tielles des deux modeles sont tres proches, en particulier en basse
fréquence ou la majeure partie de I'énergie de la fonction de
transfert se situe. Cette proximité se vérifie au travers des normes
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des erreurs. En effet, pour la norme H,, on observe les erreurs
suivantes :

|Fooo - QHM /HHQOOHH% =0.31% et erw/|Hoool,, =188%  (51)

et I'erreur relative en norme H, est de 0,99 %. Ces erreurs sont
plus faibles que celles observées avec la troncature modale dans
I'exemple 3.

M Variantes de I'approche

D’autres quantités d’intérét peuvent étre utilisées a la place des
gramiens infinis définis par (43) et (44) dans ce processus d’équi-
librage et de troncature et ménent a des alternatives a la tronca-
ture équilibrée avec des propriétés différentes. Pour une liste
détaillée, les lecteurs peuvent se référer a [23], mais on notera
notamment la troncature pondérée [24] ou limitée [25] en fré-
quence qui permet de reproduire le comportement du modele de
grande dimension dans une bande de fréquence définie et la tron-
cature positive réelle qui permet de préserver la propriété de pas-
sivité d’'un modele lors de la réduction.

M Lien avec la décomposition orthogonale aux valeurs propres

La décomposition orthogonale aux valeurs propres (proper ortho-
gonal decomposition en anglais, ou POD) est une méthode de
réduction par projection trés répandue du fait de sa simplicité et de
son applicabilité aux modeles non linéaires (voir par exemple [26] et
les références qu'il contient). Trés succinctement, I'idée est de trou-
ver la base V, dans I'équation (25) de I'espace de faible dimension

) a partir d’échantillons temporels {x(ti)},-=1 obtenus par simulation
du modele initial de grande dimension pour certaines entrées de
commande u(t). Pour ce faire, les échantillons sont concaténés dans
une matrice X =[x(t;) X(ty)] e RPN et la décomposition en
valeurs singuliéres (singular value decomposition en anglais, ou
SVD) de cette matrice est calculée, X = UZVH. Les valeurs singuliéres
de X présentent sur la diagonale de X jouent un réle semblable aux

valeurs singulieres de Hankel pour la troncature équilibrée et
donnent une indication sur la dimension r de I'espace V,.

Ainsi, supposons que seuls les r premieres valeurs singuliéres
soient significatives, alors une base de ), est donnée par les r pre-
miéres colonnes de U. Il se trouve que ce choix de base minimise
I’erreur en norme 2 sur la matrice d’autocorrélation des données.

Comme cela est souligné dans [27] ou le chapitre 9 de [14], la
troncature équilibrée peut s’interpréter comme le couplage d'une
POD avec une projection de Petrov-Garlerkin sur des échantillons
correspondants a la réponse impulsionnelle du modeéle de grande
dimension et de son adjoint.

Pour davantage de détails sur la POD et ses extensions, les lec-
teurs peuvent se référer a [26], [27].

2.3 Approximation optimale
et interpolation

L'interpolation est une maniére d'attaquer le probleme de réduction
et d’approximation de modeéle. Bien que la thématique soit ancienne,
son lien avec la réduction de modéle est relativement récente.

2.3.1 Cadre de l'interpolation et lien
avec la projection

Pour rappel, le probleme d'approximation basée données
énoncé dans la section 1.1.2 consiste a construire un modeéle H tel
que (3) de faible dimension qui satisfait les conditions d’interpola-
tion tangentielles suivantes :

I7H(/tj) =IIHH(;¢,-) ot {H(/l,-)r,-. = H(%)r, (52)
pour j=1..,4q pouri=1, ...,k
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Figure 5 - Valeurs singuliéres de Hankel normalisées du modéle Hggq et ratio de la borne ;,—,u sur la norme H.. du modéle
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Figure 6 - Gain des réponses fréquentielles du modéle initial Hggg et
du modeéle réduit H d’ordre r = 10 obtenu par troncature éqmﬂ)ree

ou {/4,-} cCet (I; }-= e C™ sont les points et direction tangen-

tielles & gauche et {/1,-}’.=1 eC et {r, }: ,€Cn sont les points et

directions tangentielles a droite (dans (52) nous considérons xj et
Ai comme distincts). Ce probléme d’interpolation présente un
cadre simple et efficace pour approcher n‘importe quelle fonction

complexe H par une autre fonction plus simple H. Au vu de la for-
mulation de ce probléme, il est évident que la qualité de I'approxi-
mation dépend directement du choix des points (g et 1) et
directions tangentielles (I; et r). Ce choix a été étudié de diffé-
rentes facons et dans des communautés diverses. Avant de pré-
senter une méthode efficace dans le contexte de I'approximation
de modele, le lien entre ce probléme d’interpolation (52) et le
cadre de la projection présenté dans la section 2.1 est décrit ci-

aprés dans le cas o H et H sont respectivement décrits par des
équations d’état, ou EDO, comme (1) et (3).
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Etant donné un modele H équipé de la réalisation (1) ainsi qu’une

. . Ve . q

famille de points d’interpolation {”i}/ﬂ' {4 }/ _, € C tels que (sl - A)

et (sl - /AA) soient inversibles pour s =y, 4;, ainsi que {Ij}c_’ ,€CY et
j=

{'7}:-(_1 e Cny comme des vecteurs non-triviaux, alors :

1/ si (A,—/—A)71Br,- e span(Vy), alors H(4)r = H(%)n,

_1\H ~
2/si (1 Cujf - A)" < span(Wg), alors WH(u;) = VA (u;),
3/si 1 et2/validés,r=q=k

{ﬂi}fﬂ = {'L‘/}L

alors If'H'(o7)r, =If’ﬁ’(c7,)r,,
{‘7/}/ 1
(53)

ou V, W e Cn<r sont des vecteurs de rang plein. Ce résultat est
présenté de maniére détaillée et didactique, et accompagné de
nombreux commentaires et références bibliographiques dans [28].

Ce qui apparait des items 1/ et 2/ de (53), est que les conditions
d’interpolation (52), pour des points et directions tangentielles
donnés, peuvent étre atteintes par projection en utilisant les pro-
jecteurs V et Wq, de la méme maniére que dans la section 2.1. De
plus, suivant l'item 3/, si ces points d’interpolation sont iden-
tiques, le modéle réduit et projeté via V, et W, interpole également
tangentiellement les dérivées des modeéles. Dans ce cas, l'interpo-
lation tangentielle devient une interpolation Hermitienne bi-
tangentielles, et est également connue comme de l'interpolation
multimoments d’ordre un (on pourra également se référer a la
theése de [29] pour davantage de détails).

Exemple 5 : mise en place de I'approximation par interpolation
avec MATLAB

L'approximation par interpolation via le cadre de la projection peut
étre réalisée de maniere simple avec MATLAB et quelques manipula-
tions algébriques. Dans cet exemple, la Control Toolbox de MATLAB
est utilisée pour des raisons de simplicité (mais cette derniére n'est
pas indispensable). L'interpolation pour deux points peut étre obtenue
avec les étapes suivantes :
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1. Ici, nous utilisons le modele d'ordre n =900 de la poutre encas-
trée utilisée dans I'exemple. A des fins didactique, nous ne considé-
rons qu'une seule sortie du modéle de la poutre encastrée Hggg (le
transfert force accélération en bout de poutre) :

H = H(50,1);
[A, B, C, DI
In

ssdata(H);
eye(4);

2. Choix des points et directions d'interpolation. Ici nous choisis-
sons deux paires complexes conjuguées de poles imaginaires purs,
représentant des fréquences ou la réponse fréquentielle présente des
pics énergétiques (ici, nous prenons arbitrairement 1,723 Hz et
148,5 Hz) :
2*pi*148.5*[1 -1T1;
2*pi*1.723*[1 -171;

[1-174;
[1-174;

3. A partir du modéle d'état et des points/directions d'interpolation,
nous construisons les projecteurs Vi et W, ainsi que le modéle
réduit Hr (ici k=qg=2):

Vk = [(a(1)* In-ANB (1)) (a(2)*In-A) \(B*r(2))];

Wq = (DO ((mu(1)In-ANn))’
(12)*C)*(mu(2)* In-A) \In))'];

Wq = Wa*(Wg"*Vk)\eye(2));

Hr = ss(Wq™A*Vk, Wq™B, C*Vk, D);

4. A présent, nous pouvons vérifier les conditions d'interpolation.
En calculant les erreurs relatives des conditions associées aux items
1/ a 3/ de (53), on obtient alors :

1/ pour A¢, 1.0238e-11

1/ pour Ay, 1.0157e-11

2/ pour 1y, 2.9691e-10

2/ pour x5, 3.0040e-10

3/ pour A4, 9.9978e-01

3/ pour x4, 1.2538e+00

L'évaluation des expressions ci-dessus produit des nombres
proches de la précision machine pour les items 1/ et 2/ mais plut6t
élevés pour 3/, signifiant que les conditions d'interpolation sont bien
atteintes en les points, et non en leur dérivée d'ordre un. Si mainte-
nant nous comparons les réponses fréquentielles du modele initial et
riéduit, d'ordre 2, on obtient la figure 7, sur laquelle on note bien que
H interpole H en les points 4; et y; (des points imaginaires purs,
situés sur I'axe des fréquences).

5. A présent, si nous effectuons la méme interpolation mais pour
mu=la, c’'est-a-dire pour le méme choix des conditions d'interpolation
a gauche et a droite, on obtient :

1/ pour 44 1.0397e-12

1/ pour 4, 9.4650e-13

2/ pour uq 1.0397e-12

2/ pour uy 9.4650e-13

3/ pour 4, 6.6893e-09

3/ pour uq 6.6893e-09

Dans ce cas, nous avons égalisation des fonctions H et /f/, mais
également de leur dérivées aux points d'interpolation, qui se trouve
étre la fréquence 148,5 Hz. Il est intéressant de noter qu'a présent,

les réponses fréquentielles restituent parfaitement ce pic, comme
illustré en figure 8.

Comme énoncé précédemment et illustré via I'exemple 5, le
choix des points d’interpolation ainsi que les directions tangen-
tielles sont d’'une importance primordiale pour obtenir un bon
modeéle approché. Par la suite, nous considérerons que les points
d'interpolation sont les mémes, et qu’ils sont donnés en paires
complexes conjuguées. Cette contrainte permet notamment de
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Figure 8 - Approximation de Hggg par interpolation (Hermitienne) avec
un modéle FI d’ordre r = 2. Avec cette fois Hj= A= 2*pi*148.5*[1 -11*i

n’obtenir que des réalisations réelles, plus simples et appliquables
aux méthodes classiques. Toutefois, le lecteur constatera que le
cadre de travail est bien plus large et que des réalisation com-
plexes, rectangulaires, etc. peuvent étre considérées.

2.3.2 Conditions d’optimalité en norme 2

Comme énoncé dans l'introduction, dans la section 1.2, un bon
modéle approché peut étre caractérisé au moyen d'une norme
appropriée. La norme de systéme H, se trouve étre une bonne can-
didate car elle permet de mesurer des écarts entre modéles dyna-
miques et offre une interprétation physique intéressante. A partir de
ce critere, le probléme d’interpolation peut étre vu comme un pro-
bléme d’optimisation dans lequel les paramétres sont les points et
directions d’interpolation. L'approximation au sens de la norme H,
a été considérée dans de nombreux articles [30]. Mathématique-
ment, étant donné le modele H, le probléme d'approximation H,
consiste donc a chercher un modeéle H tel que:

H=arg min |H - GHH2
Ge Hz (54)

dim(G)=r<n
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Dans le domaine fréquentiel, cela revient a minimiser I'écart
moyen du modele de I'erreur. Si une telle erreur est faible, alors
cela permet de borner I'erreur maximale de sortie par rapport au
modéle de grande dimension d’aprés (20).

Le probleme (54) ainsi qu’une premiére solution sont formulés
dans l'article [31]. La méthode proposée implique les gramiens,
solutions des équations de Lyapunov (15), et des projecteurs V et W
de dimension n x n. Plus récemment, une solution extrémement
efficace numériquement est donnée dans les travaux de [32], suivis
de [33] [30]. En effet, I'idée est de reformuler le probleme (54)
comme un probléme d’'interpolation, similaire a celui (53), mais
impliquant cette fois des projecteurs de dimension nxr. Etant
donné H décrit comme (1) ou plus généralement comme(2), si H,
défini comme comme (3) est la solution du probleme d'approxima-
tion (54), alors les égalités suivantes sont vérifiées :

H(—},/>6/ = //:/(—},/)B/
o'H(~A1) = &1 H(~41) (55)

& M (<21 )i = &1’ H (<2 )y

ou [61, ...,B,}H =RB et [61, (A:r} =CL et ou L et R sont les vec-

teurs propres & gauche et a droite associés a 4/, les valeurs
propres de A.

A ce stade, il est intéressant de noter alors que les conditions
d’optimalités H, sont en réalité des conditions d’interpolation Her-
mitienne bitangentielles, similaire a (53), ou les points et direc-
tions d’interpolation sont directement liés aux valeurs et vecteurs
propres de la matrice A du modele réduit. Or, il est évident que
nous ne connaissons pas les valeurs propres du modéle réduit H
a priori, c'est pourquoi les auteurs de [30] ont développé un algo-
rithme itératif, appelé IRKA pour iterative rational Krylov algo-
rithm, qui permet de déterminer les points et directions
tangentielles permettant d'atteindre les conditions d’optimalité H,
du premier ordre (55), ainsi que les projecteurs associés (V, et W,).

Exemple 6 : mise en place de I'approximation optimale H, par
interpolation avec MATLAB et la boite a outils MOR

Dans cet exemple, nous reprenons le modéle Hggg (une entrée-sor-
tie) de la poutre encastrée et appliquons une méthode d'approxima-
tion tangentielle H, optimale pour obtenir H. Pour cela, nous utilisons
la boite a outils MOR, dont les fonctionnalités sont décrites en sec-
tion 3.1. Ce modele est obtenu par les fonctions suivantes :

H = H(150,1);

r = 10;

opt. extralnfo=  true;

[Hr, info] = mor. lti(H, r, opt);

On remarque sur la figure 9 que le modéle est bien restitué. De
plus, on note que les points d'interpolation optimaux, matérialisés par
les points noirs (qui sont les fréquences associées aux points d'inter-
polation), sont localisés aux pics de la fonction de transfert, la ou
I'énergie est la plus importante. Cette propriété est intéressante, car
elle signifie bien que I'algorithme IRKA, qui se comporte comme un
algorithme du point fixe, choisit naturellement les points d'interpola-
tion proche des fréquences significatives du modéle. D'un point de
vue quantitatif, I'erreur relative en norme H, et en norme H, sont
respectivement de 0,32 % de 0,80 %. Il est a noter que dans le cas
de la réduction par troncature équilibrée, nous avions obtenu respecti-
vement 0,31 % et 0,99 %. L'erreur en norme H, est donc bien meil-
leure avec cette méthode d'interpolation tangentielle. Nous rappelons
que les méthodes par troncature ne sont pas destinées a réduire une
quelconque norme. Il n'est donc pas surprenant de trouver un meil-
leur résultat en norme H, par I'approche d'interpolation que par tron-
cature.
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Figure 9 - Approximation de Hggo par interpolation optimal 7{, avec

un modéle ITI d’ordre r =10

La littérature sur les méthodes d’interpolation est de plus en
plus importante car ces derniéres montrent de trés bonnes per-
formances en termes d’approximation, mais également car elles
sont plus adaptable a la trés grande dimension. En effet, alors
que les approches par troncature requiérent une transformation
via un projecteur de dimension n x n, puis une troncature, les
approches par interpolation font intervenir des projecteurs de
dimension réduite n x r, ce qui les rend plus attractives dans le
cadre de réduction de modeles de trés grande taille, comme
ceux que l'ont peut rencontrer en physique (structure, méca-
nique des fluides...).

2.4 Approximation basée données

A présent, il apparait clairement que le cadre de I'interpolation
tangentielle offre un confort considérable pour approcher le com-
portement d’'une fonction de transfert. Si nous revenons au pro-
bléme décrit en (52), et que I'on note w;= H(4)r;, nous avons
e/itw; qui est exactement la réponse du modeéle H & une entrée
u(t?:elifr,-. Dans ce cas,AIes conditions d’interpolation tangen-
tielles qui caractérisent H peuvent en principe étre obtenues
directement a partir des mesures du systéme initial. A titre
d’exemple, si 4,= 1@y, la mesure de observée en w; est un sinus a
une pulsation pure & wg. Le probleme alternatif a (52) que nous
considérons a présent est donc basé exclusivement sur les
réponses entrées-sorties et ou aucune connaissance a priori du
modeéle n’est nécessaire.

2.4.1 Construction d’un interpolant
par I'approche de Loewner

Etant données les fréquences d'interpolation {;t,-}jﬂe@ et

. . . q N .
directions tangentielles {lj}l.=1€C”V a gauche, produisant les

i N q
réponses a gauche {V,'}

i1 € Cnu ainsi que les fréquences d'inter-

polation interpolation {i,-}l'.; e C et directions tangentielles
{r,-}f=1 e Cns a droite, produisant les réponses a droite {w,-}f=1 e C
(avec g+ k= N), on cherche a trouver un modéle H ayant une
représentation comme (3) qui approche tangentiellement les don-
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nées, i.e. qui satisfait les conditions tangentielles a gauche et a
droite suivantes :

I7H(lui) = V7 et H(% ) = v (56)
pour j=1,...,¢g pouri=1, ..,k

Bien que ce probléeme se rapproche fortement du domaine de
I'identification (boite noire) de modele, ici nous parlerons bien
d'approximation de modele basée données, car nous ne dispo-
sons que de réponses fréquentielles. La singularité de I'approche
utilisée réside dans I'utilisation de méthode d’interpolation au tra-
vers du cadre des matrices de Loewner. Cette approche est énon-
cée clairement dans [34]. Cette famille de matrices est I'ingrédient
principal des méthodes d’interpolation basées données, car elle
permet d’en déduire immédiatement la réalisation de l'interpolant
exact et optimal.

Nota : le terme optimal n’est en aucun cas lié a une norme de systéme mais bien aux
conditions d’interpolations. En effet, il est mathématiquement impossible de parler
d’erreur en norme de systéme dans la mesure ou nous ne disposons que de données
discrétes.

Nous noterons :
M = diag (1, ..., uq) € Ca<a
H=[k..lg]eCr=a et

VH = [v1 vq] e Cnuxq

A =diag (A, ..., ) € Ckxk
R=[I‘1 ‘“I‘k]EC”uxk (57)
W =[w;.. wi]e Cny =k

En suivant les notations présentées en (56), nous définissons

alors les matrices de Loewner et shifted Loewner comme suit,
pouri=1,.., ketj=1,..,q:

L. = i —Ww; W (H(g) - H(3))n
g Hi= A Hj =% (58)
L], = pivin - Alwi W (M (1) = 4H (%))5
! uj =4 Hj = 2

Sur la base des définitions (57) et (58), les auteurs de [34] ont
démontrés que, pour k=g, le modele H: (E, A B, C, 0) défini par
le modele descripteur :

)"( —
H: o (59)
Yy

avec

E=-1,A=-l,, B=V et C=W (60)

satisfaisait les conditions d’interpolation (56). De plus, et c’est une
propriété extrémement importante des systemes linéaires, le
modele obtenu défini par:

H(s)=W(L, -sL) 'V (61)

est une réalisation d’ordre minimale qui interpole les données et
satisfait les conditions (57). Le lecteur notera que le modéle H
décrit ci-dessus présente une matrice E. Nous ne nous étendrons
pas davantage sur cette matrice, mais il convient de noter que si
le rang de cette derniére est plein, ce systéme peut étre mis sous
la forme classique comme celle donnée en (3) simplement en
inversant E.

De fait, si les données sont générées a partir d'un modele
linéaire de dimension n, et que le nombre de données N=2n
alors le modeéle obtenu est exactement celui d’ordre n.

2.4.2 Minimalité de l'interpolant et approximation

Si I'on considére a présent que plus de données que nécessaire
sont fournies, i.e. N>2n, ce qui est réaliste dans bien des cas
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applicatif, il est possible de retrouver I'ordre minimal de I'interpo-
lant. En effet, si:

rank (ol - L) = rank[L L, ] = rank[ LT [II,]T =n*<n (62)

pour tout ae{4}U{y;}, alors, une réalisation minimale du
modeéle interpolant ces données est obtenue comme suit :

q. {—YT LXx(t) = -YTL,Xx(t) + YTVu(t) (63)

y(t) = WXx(t)

ou X e Ckxn* et Y e Ckn* sont les matrices orthogonales de la
décomposition en valeurs singuliére (avec = e Cn™n*) :

al -1, = YSXT (64)

En bref, nous pouvons dire que les matrices le Loewner enco-
dent le degré minimal McMillian d'une réalisation. A ce stade, il
est alors intéressant de noter que |'application d’une SVD :

% el
L=[v Yz]{1 zj{xﬂ (65)

ou I, e Rr*r, 5, e R(=rX(0=r) et Y;, Y,, X;, X, sont de dimensions
appropriées permet de construire une réalisation pour le modéle
réduit H comme :

H= (E, A, B, é,o)
= (-YLXq, =YL Xy, YTV, WX, 0)

(66)

Cette démarche permet de résoudre le probléme d'approxima-
tion basée données énoncé dans la section 1.1.2 et fournit un
moyen de gérer |'erreur d’interpolation [35].

Exemple 7 : mise en place de I'approximation de données par
interpolation avec MATLAB et la boite a outils MOR

Dans cet exemple, nous reprenons le modele Hgyg de la poutre
encastrée pour générer des données afin d'appliquer la méthode
d'approximation tangentielle basée sur les matrices de Loewner, pour
obtenir H. Pour cela, nous utilisons la bofte a outils MOR. Ce modéele
est obtenu par les fonctions suivantes :

H = H(150,1);

W = logspace(0,4,300);
FR = freqresp(H, W);

r = (%

[Hr, info] = mor. lti(H, r);

A présent, nous réalisons la méme approximation mais en cher-
chant un modele H d'ordre » = 10.

r = 10;
[Hr, info] = mor. Iti(H, 1);

D'un point de vue quantitatif, I'erreur relative en norme H., et en
norme H, sont respectivement de 0,32 % de 0,81 %. Dans le cas de
I'interpolation H, nous avions obtenu respectivement 0,32 % de
0,80 %, ce qui est trés proche. Toutefois, il est a noter que ce n'est
pas toujours le cas dans la mesure ou l'interpolation basée données
ne cherche aucunement a minimiser une norme de systéme, comme
c'est le cas dans l'interpolation optimale H,, qui utilise un modéle en
entrée.

En résumé, les méthodes d’interpolation basées données per-
mettent d'approximer un modéle uniquement a partir de la
réponse fréquentielle entrée-sortie, sans connaissance a priori du
modele. De plus, I'approche présentée, basée sur les matrices de
Loewner, permet de trouver le degré minimal de la réalisation
permettant de garantir les conditions d’interpolation tangentielles.
Enfin, au travers d’une factorisation matricielle, cette derniere
méthode permet également de construire des modéles approchés.
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Figure 10 - Approximation de Hggg par interpolation Hermitienne
exacte avec un modéle H d’ordre r = 60
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Figure 11 - Approximation de Hggg par interpolation Hermitienne
avec un modele H d’ordre r = 10

De fait, bien que |'approche soit similaire a l'identification de
modeéle, elle est considérée comme une méthode d'approximation
plutot que méthode d’identification.

3. Boite a outils VMIOR

Comme cela a été mentionné dans les exemples précédents,
des outils pour I"'approximation de modeéles de grande dimension
sont disponibles dans MATLAB. D’autres codes existent et le wiki
sur la réduction de modele MOR Wiki en liste un certain nombre.

Parmi ces codes, la boite a outils MOR est développée par les
auteurs dans le cadre d’'une démarche de valorisation et de trans-
fert de technologies vers l'industrie (voir le site de MOR DIGITAL
SYSTEMS). L'objectif de cette section est de présenter cet outil.
Plus particulierement, ses fonctionnalités sont esquissées dans la
section 3.1 et des cas d’utilisation plus avancés sont présentés
dans la section 3.2.
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3.1 Description générale de MIOR

MOR est une boite a outils basée sur MATLAB qui vise a réunir
des méthodes pour I'approximation de modeles dynamiques de
grande dimension. En particulier, elle contient diverses approches
pour traiter les deux problémes abordés dans cet article, a savoir :

1/ le probléme de réduction de modéeles dynamiques LTI énoncé
dans la section 1.1.1;

2/le probleme d'interpolation de données fréquentielles
entrées/sorties énoncé dans la section 1.1.2.

Les algorithmes de la boite a outils MOR cherchent a générer
un modeéle d’état tel que (3) dont le comportement entrée-sortie
est proche de celui du modéle initial. Par ailleurs, la boite a outil
se compléte de divers outils d’analyse pour évaluer la pertinence
du modéle réduit.

Comme cela a déja été illustré dans les exemples de I'article,
I'appel aux méthodes s’effectue au travers d’une interface unifiée
comme suit :

[Hr, info] =

ou H est le modele de grande dimension, donné soit par sa repré-
sentation d’état (1) soit par un jeu de données fréquentielles, r est
la dimension du modele réduit désiré, opt est une structure conte-
nant les options, Hr est le modeéle réduit, info est une structure
donnant des informations sur le processus de réduction comme
les erreurs d’approximation si celles-ci sont disponibles a moindre
codt.

mor.lti(H, r, opt)

Les méthodes disponibles sont des variantes ou des versions
avancées des techniques de base présentées dans cet article. En
particulier, diverses options permettent d’ajuster au mieux le pro-
cessus de réduction au modele considéré. Ces options varient en
fonction de la méthode utilisée, mais on notera la possibilité : de
préciser une bande de fréquences sur laquelle le modéle réduit
doit étre particulierement précis, de forcer la stabilité du modeéle
réduit, de préserver le gain statique ou certaines valeurs propres.

De plus, certaines des méthodes exploitent la nature creuse des
modeles et peuvent ainsi étre appliquées a des modeles de tres
grande dimension ayant plusieurs centaines de milliers d’états
que I'on peut rencontrer en physique des structures, des fluides,
systémes biologiques, phénomeénes transport de chaleur, etc.

3.2 Cas d'étude avancés

Cette section a pour objectif d’évoquer des cas d'études plus
avancés dans lesquels I"'approximation s’est révélée étre un outil
important pour la finalité de I'application. Ces cas d'études ont fait
I'objet de publications spécifiques et le but ici n'est pas d’en rap-
peler tous les détails mais au contraire d’'en tracer les grandes
lignes, par thématique.

M Réduction pour le contréle en aéronautique

Afin de relever les défis associés a la réduction de leur impact
environnemental, les avions civils doivent étre optimisés au
mieux.

Cela passe, entre autres choses, par |'utilisation de méthodes de
contrdles actives qui visent a augmenter les performances dyna-
miques des avions. En effet, la masse est I'un des principaux
leviers pour réduire la consommation. Or, les ingénieurs aéronau-
tiqgues font face ici a des injonctions contradictoires. En effet, si
réduire la masse de I'avion, notamment au travers de I'alléegement
de sa structure, permet de diminuer la consommation, cela rend
également l'avion plus flexible. Or, cette flexibilité complexifie
d’autant la satisfaction des contraintes de certifications, notam-
ment en ce qui concerne les charges dynamiques maximales qui
doivent étre supportables par l'avion. L'ajout de systemes de
contrdle actif est une solution a cette problématique.
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Dans ce contexte, la réduction de modéles est un outil indispen-
sable a la synthése de contréleurs. En effet, la flexibilité des
avions civils modernes induit une superposition fréquentielles des
dynamiques dites rigides aux dynamiques flexibles. Dés lors, les
modeéles doivent représenter ces interactions afin que I'action des
différentes lois de contrdle ne s'opposent pas. Ces modéles, dits
aéroélastiques, sont obtenus en partie par des méthodes aux élé-
ments finis et sont donc de grande dimension. De fait, les outils
de contréle modernes ne sont pas adaptés a de telles dimensions
et une étape de réduction est une fagcon de contourner le pro-
bleme.

La boite a outils MOR a été utilisée dans ce contexte pour diffé-
rents cas d’études :

* Dans |'objectif de la conception d’une loi de contrdle visant a
diminuer les vibrations subies par un avion d’affaire, une
méthode d’approximation basée modeéle limitée en fréquence a
été utilisée et a permis de représenter fidélement le comporte-
ment du modéle initial sur la bande de fréquence d’intérét pour le
controle [36]. Ce modele d'ordre 18 (a la place de ~600) a pu
ensuite étre utilisé efficacement pour la synthése d’un controleur
robuste [37]. La technique d’approximation basée données pré-
sentée dans la section 2.4 a alors été utilisée pour générer des
modeéles a partir de données issues d’essais vibration au sol sur
un avion réel pour s’assurer que les performances attendues
étaient en effet atteintes en pratique [38]. Des essais en vols ont
par la suite été réalisés et ont confirmé la pertinence de la loi syn-
thétisée par ce processus.

¢ De maniére similaire, dans le cadre de I'étude de systémes de
contréle pour l'allégement de charges dynamiques, une méthode
basée données a été utilisée pour générer des modeles exploi-
tables par les outils de synthese robustes. En particulier, une telle
approche a permis de générer un modele rationnel de faible
dimension a partir d’'une fonction de transfert irrationnelle d'une
part [39] ou de données fréquentielles issues d'un simulateur
numérique d’autre part [40].

* Plus généralement, des méthodes d’approximation basées
modeéles ou données ont été utilisés pour générer des modeéles
aéroélastiques paramétriques en fonction par exemple du cas de
masse de I'avion [41]. De tels modéles ont par la suite été exploités
dans la conception de lois de contrdle robuste a cette variation
paramétrique.

M Réduction pour la modélisation et le contrdle d’écoulements

La dynamique des fluides est un sujet bien évidemment cen-
tral en aéronautique, mais pas uniquement. Les équations de
Navier-Stokes et ses dérivées sont en effet le socle commun
pour la modélisation d’écoulements trés variés allant de celui
entourant l'aile d’'un avion a celui présent dans des canaux
hydroélectriques. Sous des objectifs pouvant étre trés divers, la
problématique du contréle actif des écoulements est centrale et
se heurte a la complexité des modeles considérés. Sans méme
parler des équations de Navier-Stokes directement, leur discréti-
sation spatiale et linéarisation méne généralement a des
modeéles de grande, voire trés grande dimension avec plusieurs
centaines de milliers ou plusieurs millions d’états. Pour de telles
dimensions, les outils de synthese de lois sont totalement ina-
daptés, tout comme de nombreux outils de simulation et d’ana-
lyse.

Dans ce contexte également, les outils d’approximation ont per-
mis d’apporter une solution a ces problématiques. Ainsi, une
méthode d’approximation basée données a été utilisée pour géné-
rer un modéle rationnel et paramétrique simple a partir d'une
fonction de transfert irrationnelle, elle aussi paramétrique, repré-
sentant le comportement fréquentiel d’un canal hydroélectrique
en fonction d'un débit moyen [42].
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Dans le cadre d'un probléme de contrdle d'écoulement visant a
diminuer les instabilités dans une cavité surplombée par un flux
d‘air, des techniques d'approximation basées modeéles ont permis
de représenter fidelement différents modéles ayant ~ 680 000 états,
correspondant chacun a un cas de nombre de Reynolds, avec des
modeles d’ordre ~ 20. Ces derniers ont alors pu étre interpolés pour
former un modeéle paramétrique de faible dimension [43]. Cette
démarche a ensuite été étendue au travers d'un code haute fidélité
générant des données fréquentielles entrée-sortie qui ont été inter-
polées avec une approche de Loewner [44].

4. Conclusion

L'approximation de modeles linéaires est considérée par cer-
tains comme un sujet clos, et, s’il est vrai que les fondements des
techniques développées ne changeront probablement plus beau-
coup, un effort considérable reste a fournir pour surmonter les
problemes numériques qui peuvent surgir dans ce cas simple. En
particulier, le calcul des normes des erreurs reste trés délicat
quand des modeles a plusieurs dizaines de milliers d’états sont
impliqués et certains algorithmes restent numériquement tres
sensibles quand ils sont utilisés sur des modéles mal condition-
nés.

De plus, des indicateurs accessibles et fiables d'analyse de la
qualité d'un modeéle réduit restent largement sous-développés,
notamment pour juger de la pertinence d'un modéle réduit pour
certaines taches spécifiques comme la synthése de contréleur. En
effet, les techniques présentées dans cet article sont des tech-
niques qui visent a reproduire le comportement en boucle
ouverte d'un modéle, mais peu de garanties existent pour préju-
ger de la similitude des comportement en boucle fermée. Au-dela
des modeles linéaires tels que considérés dans cet article, la pro-
blématique d’approximation de modeles de grande dimension
reste un domaine de recherche tres actif. La tendance vise a
étendre les méthodes qui ont été présentées ici a des structures
de modéles plus riches: linéaire paramétrique, hybride, bili-
néaire, linéaire variant dans le temps ou encore directement non
linéaire. Toutefois, du fait de la complexité de ces structures et
des concepts théoriques associés, les garanties offertes par les
méthodes sont souvent assez restreintes et rendent le processus
d’approximation relativement heuristique et délicat pour le
moment.

Parmi les structures de modeéle évoquées, |'approximation de
modeles linéaires paramétriques nous semble étre la prochaine
étape la plus intéressante et accessible. En effet, une telle struc-
ture est a la fois bien plus générale qu’un simple modele linéaire
et de nombreux outils théoriques d’analyse restent disponibles
pour évaluer la qualité du modele réduit. Cela ouvre par ailleurs la
voie a la création de modeéles dynamiques efficaces dans des pro-
cessus d’optimisation multidisciplinaires.

La possibilité de pouvoir réduire de maniére générique un
modele non linéaire quelconque reste encore trés éloignée, et ce,
malgré I'engouement que pourraient générer certaines techniques
a la mode, aux fondements par ailleurs déja connus en identifica-
tion [45], [46], [47], comme |'apprentissage. En effet, un modele
non linéaire boite noire requiert de travailler dans le domaine
temporel sur des trajectoires. Or, s’il est de grande dimension, la
génération de telles trajectoires est en soit un probléme. De plus,
analyser la pertinence du modele de maniere globale s’avere tres
délicat. Dans de tels cas, des méthodes de projections basées sur
des bases réduites [26] conservent un intérét particulier et
s'accompagnent d’'outils d’analyse [48].
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5. Sigles, notations
et symboles

APPROXIMATION DE MODELES DYNAMIQUES LINEAIRES DE GRANDE DIMENSION

Symbole Description
R Ensemble des nombres réels
C Ensemble des nombres complexes
7 Variable complexe telle que 12 = -1
Re(z) Partie réelle de z€ C
Im(2) Partie imaginaire de z€ C
span(A) Espace engendré par les colonnes de la
matrice A
diag (41,..., An) | Matrice diagonale contenant les éléments A;
trace(A) Trace de la matrice A
det(A) Déterminant de la matrice A
rank(A) Rang de la matrice A

Symbole Description
Il Norme de Frobenius de la matrice A
a(A) Valeur singuliere maximale de la matrice A
AT Transposée de la matrice A
AH Transposée conjuguée de la matrice A
£(7) Espace de Lebesgue des fonctions de carré
intégrable sur 7
H, Sous-espace de £, (:R) des fonctions
complexes analytiques dans la demi-plan
complexe droit
L‘w(I) Espace de Lebesgue des fonctions bornées
sur 7
H,, Sous-espace de Ew(zR) des fonctions

complexes analytiques et bornées dans le
demi-plan complexe droit

Transformée de Laplace inverse de la
fonction de transfert H(s)
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